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Zamenljive obveznice
Povzetek
Namen dela diplomskega seminarja je predstavitev zamenljivih obveznic in izpeljava
modela za njihovo vrednotenje. V delu je predstavljen model za vrednotenje za-
menljivih obveznic, ki temelji na vrednotenju opcij. Procesa obrestnih mer in cene
delnice sta med glavnimi dejavniki, ki vplivajo na vrednost zamenljive obveznice.
Zato je za vrednotenje zamenljive obveznice zelo pomembna ustrezna izpeljava bi-
nomskih dreves za obrestne mere in za ceno delnice. Za modeliranje obrestnih mer
je uporabljen diskreten Ho-Leejev model, v katerem smo predpostavili, da je volatil-
nost obrestnih mer konstantna skozi čas. Za modeliranje cene delnice je uporabljen
Cox-Ross-Rubensteinov model.
Vrednost zamenljive obveznice dobimo z združitvijo modela za izračun obrestnih
mer in modela za gibanje cene delnice, ob predpostavki da se obrestne mere in cene
delnice gibljejo neodvisno. Po določitvi procesov cene delnice in obrestnih mer lahko
vrednost zamenljive obveznice dobimo s povratno indukcijo. Z upoštevanjem pri-
čakovane vrednosti zamenljive obveznice v vsakem vozlišču, vrednosti zamenjave,
možnosti odpoklica in prinosa dobimo enačbo za izračun vrednosti zamenljive ob-
veznice. Delo zaključimo z numeričnimi zgledi.
Convertible bonds
Abstract
The purpose of this thesis is to present convertible bonds and to derive a model for
their valuation. The thesis presents a model for the valuation of convertible bonds,
based on the valuation of options. As the underlying stock prices and interest rates
are among the main factors affecting the value of convertible bonds, we describe
their dynamic processes using different binary trees. For the interest rate, we use
the discrete version of the Ho-Lee model with an additional assumption that the
volatility of interest rates is constant over time. For the stock price, we use the
Cox-Ross-Rubenstein model.
The value of the convertible bond is obtained by combining the model for interest
rates and the model for the stock price, using the assumption that the interest
rates and stock prices move independently. After specifying the parameters of the
processes of the stock price and interest rate, the value of the convertible bond can
be determined by backward induction. Taking into account the expected value of
the convertible bond in each node, the value of the exchange, and the possibility of
early termination in case of callable and puttable bonds, we obtain the equation for
calculating the value of the convertible bond. We conclude the thesis with numerical
demonstrations.
Math. Subj. Class. (2010): 91G20, 91G30
Ključne besede: Zamenljve obveznice, opcije, obrestne mere, Ho-Leejev model,
Cox-Ross-Rubensteinov model
Keywords: Convertible bonds, Option, Interest Rates, Ho-Lee model, Cox-Ross-
Rubenstein model
1. Uvod
Zamenljive obveznice so finančni instrumenti, podobni podjetniškim kuponskim
obveznicam. Bistvena lastnost zamenljivih obveznic je, da lahko lastnik instrumenta
podjetniško obveznico zamenja za delnice podjetja, torej so to obveznice z vgrajeno
nakupno opcijo na delnico. Najpogosteje jih izdajajo podjetja z visokim tveganjem.
Kot primer lahko navedemo podjetje Tesla Motors, ki je leta 2014 izdalo zamenljive
obveznice v višini 2 miljarde dolarjev za financiranje gradnje Tesla Gigafactory. Ker
je Tesla v preteklih letih imel nizke ali negativne dobičke, so bile obrestne mere,
ki so jih zahtevali vlagatelji, previsoke. Zaradi tega je bilo financiranje projekta z
navadnimi obveznicami predrago in so se odločili za izdajo zamenljivih obveznic. Z
zamenljivimi obveznicami so dosegli, da so se obrestne mere za zamenljive obveznice
Tesla gibale med 0,25 % in 1,25 %.
V prvem delu dela diplomskega seminarja so na kratko predstavljene zamenljive
obveznice, kdo jih izdaja in vzroki za izdajo zamenljivih obveznic. V drugem delu so
predstavljeni kazalniki, ki se uporabljajo za analizo zamenljivih obveznic. V tretjem
delu je izpeljan splošen model za vrednotenje dvoletne brezkuponske zamenljive
obveznice, ki smo ga v petem poglavju uporabili na konkretnem zgledu.
2. Kaj so zamenljive obveznice
V uvodu je omenjeno da so zamenljive obveznice (ang. convertible bonds), ob-
veznice z vgrajeno nakupno opcijo na delnico. Vgrajena opcija na delnico je lahko
ameriška ali evropska opcija. Ameriška opcija ponuja imetniku zamenjavo obve-
znice za delnice podjetja v kateremkoli trenutku do zapadlosti zamenljive obveznice.
Evropska opcija pa omogoča zamenjavo le ob zapadlosti zamenljive obveznice. Ker
so mešanica tako dolžniškega kot izvedenega finančnega instrumenta, so hibridni
vrednostni papirji. Na vrednost zamenljivih obveznic vplivajo tako obrestne mere
(vplivajo na vrednost vgrajene obveznice), kot spreminjanje cen delnic na trgu (vpli-
vajo na vrednost vgrajene opcije). Pri zamenljivih obveznicah je s pretvorbenim
razmerjem (ang. conversion ratio) točno določeno, koliko delnic lahko lastnik pri-
dobi za eno obveznico. Po zamenjavi lastnik obveznice postane lastnik delnic, sama
obveznica pa ne obstaja več. Za lastnika obveznice je optimalna zamenjava, kadar
cena delnic zraste, tj. kadar je cena delnice pomnožena s pretvorbenim razmerjem
večja ali enaka trenutni vrednosti obveznice [2].
Kot sem v uvodu omenila, so zamenljive obveznice posebej uporabne za podjetja
z visokim tveganjem. Če bi se takšno podjetje odločilo za izdajo navadne obveznice
namesto zamenljive, bi moralo vlagateljem ponuditi visoke kupone ali pa nizko ceno
obveznice. To izhaja iz dejstva, da vlagatelji za investiranje v tvegane projekte in
tvegana podjetja zahtevajo visoke donosnosti. Izdaja zamenljivih obveznic je tudi
eden od načinov, kako podjetje zmanjša negativno mnenje vlagateljev o svojem na-
činu pridobivanja sredstev oz. kapitala. Če se podjetje odloči za novo izdajo delnic,
si to trg ponavadi razlaga, kot da so delnice precenjene. To bi lahko privedlo do
tega, da bi se dosedanji imetniki delnic odločili za prodajo delnic, s tem pa bi cena
delnic padla. Da bi se izognili negativnim vtisom in izdaji navadne obveznice po
nizki ceni, se podjetje odloči za izdajo zamenljivih obveznic. Te pa lahko imetniki
v primeru nadaljnega dobrega poslovanja še vedno pretvorijo v delnice. Delnice, ki
jih imetnik pridobi z zamenjavo, izhajajo ali iz lastnega delniškega fonda podjetja,
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ali pa jih podjetje odkupi na trgu in izroči imetniku zamenljive obveznice [8].
Razlog, zakaj bi investitorji kupovali zamenljive obveznice, je da investitorji zah-
tevajo varščino, ki optimalno ščiti njihovo glavnico ob slabem poslovanju, hkrati pa
jim omogoča sodelovanje v uspešnem poslovanju. To je posebej koristno pri zagon-
skih podjetjih ali relativno mladih podjetjih, ki imajo precej tveganih projektov.
Investitor, ki je kupil zamenljivo obveznico od takšnega podjetja, lahko v primeru
propada podjetja dobi povrnjeno delno povračilo, v primeru dobrega poslovanja pa
ima lahko koristi iz kapitalske rasti, in sicer z zamenjavo obveznice v delnice. Za-
menljive obveznice ponujajo nižje kuponske obrestne mere in donosnosti do dospetja
kot nezamenljive obveznice. Dejanska donosnost zamenljive obveznice lahko presega
zastavljene donosnosti do dospetja, če opcija za zamenjavo postane profitabilna.
2.1. Vrste zamenljivih obveznic. Poleg klasičnih zamenljivih obveznic, ki so opi-
sane zgoraj, lahko zamenljive obveznice ponujajo še dodatne možnosti kupcu ali pa
izdajatelju:
• Zamenljive obveznice na odpoklic (ang. convertible callable bonds)
Zamenljive obveznice so v večini primerov obveznice na odpoklic, to pomeni
da ima izdajatelj pravico, da jih v določenem trenutku odkupi nazaj po prej
določeni ceni. Če se izdajatelj odloči za odpoklic obveznice, se lahko lastnik
odloči, ali jo bo takoj zamenjal za delnice ali pa jo bo prodal izdajatelju.
Torej ima imetnik obveznice prednost pred izdajateljem. Če bi se hkrati
odločila za zamenjavo in odpoklic obveznice, bi se upoštevala želja imetnika
zamenljive obveznice in bi se izvedla zamenjava obveznice za delnice. Do od-
poklica pride le, če je vrednost odpoklica nižja od vrednosti čakanja s strani
izdajatelja, hkrati pa višja od vrednosti zamenjave. To se redko kdaj zgodi,
zato je funkcija odpoklica način, s katerim izdajatelj prisili lastnika zamen-
ljive obveznice, da opravi zamenjavo prej, kot je načrtoval. Izdajatelj lahko
takoj odpokliče obveznico, lahko pa je določen čas, ki mora preteči od izdaje
zamenljive obveznice do odpoklica. Takšna obveznica ima lahko vgrajeno
tudi začasno funkcijo odpoklica, ki izdajatelju dovoljuje, da odpokliče obve-
znico v obdobju, ko to ni dovoljeno, ob pogoju, da cena delnice doseže ali
prekorači določeno vrednost [2].
• Zamenljive obveznice na prinos (ang. convertible putable bonds)
Zamenljive obveznice na prinos omogočajo lastniku, da prisili izdajatelja v
odkup obveznice. Odkupna cena je določena ob izdaji in je v večini primerov
enaka nominalni vrednosti. Obveznice na prinos lahko razvrstimo v dva ra-
zreda in sicer v trdi prinos (ang. hard put) in mehki prinos (ang. soft put).
Pri trdem prinosu mora izdajatelj zamenljive obveznice odkupiti za denar,
pri mehkem pa se izdajatelj lahko odloči, kakšno vrsto sredstev bo uporabil
za odkup. Izdajatelj lahko odkupi zamenljivo obveznico za denar, delnice,
ali kakšno kombinacijo obojega. Do prinosa pride le, če je vrednost prinosa
večja od vrednosti čakanja s strani izdajatelja in od vrednosti zamenjave [2].
• Zamenljive obveznice na odpoklic in na prinos
To so zamenljive obveznice, ki imajo vgrajeni obe možnosti, to je možnost
odpoklica in možnost prinosa. Do odpoklica pride le, če je vrednost odpoklica
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nižja od vrednosti čakanja s strani izdajatelja, hkrati pa višja od vrednosti
zamenjave in od vrednosti prinosa. Do prinosa pride le, če je vrednost prinosa
večja od vrednosti čakanja s strani izdajatelja, vrednosti zamenjave in od
vrednosti odpoklica.
3. Analiza zamenljivih obveznic
Analiza zamenljivih obveznic temelji na količinah, ki ne poskušajo direktno oce-
niti vgrajene opcije. Fabozzi je v članku [2] podrobno opisal vse kazalnike, ki se
uporabljajo v praksi za analizo zamenljivih obveznic. Pa si jih poglejmo bolj po-
drobno.
V pogodbi je točno določeno, koliko delnic pripada imetniku, če se odloči za
zamenjavo, in sicer s pretvorbenim razmerjem. Pretvorbena cena (ang. conversion
price) je enaka
pretvorbena cena =
nominalna vrednost zamenljive obveznice
pretvorbeno razmerje
,
in nam pove, koliko so imetniki plačali za delnico v primeru zamenjave, če so za-
menljivo obveznico kupili po nominalni vrednosti.
Zgled. Poglejmo si pretvorbeno ceno dvoletne brezkuponske zamenljive obveznice
z nominalno vrednostjo 100 $ in pretvorbenim razmerjem 2 (tj. za obveznico lahko
pridobimo 2 delnici). Dobimo
pretvorbena cena =
100 $
2
= 50 $.
Pogosto je nominalna vrednost obveznice ob izdaji določena tako, da sta trenutna
tržna cena delnice in pretvorbena cena enaki in se imetniku zamenljive obveznice ne
splača takoj izvršiti zamenjave.
3.1. Minimalna vrednost zamenljivega vrednostnega papirja. Vrednost pre-
tvorbe (ang. conversion value) ali paritetna vrednost (ang. parity value) zamenlji-
vega vrednostnega papirja je vrednost v primeru takojšne zamenjave obveznice za
delnice. Torej
vrednost pretvorbe = tržna cena delnice · pretvorbeno razmerje
Ker mora veljati na trgu pogoj o neobstoju arbitraže, je cena zamenljivega vredno-
stnega papirja večja ali enaka kot
• vrednost pretvorbe in
• vrednost obveznice brez vgrajene opcije; gledamo torej na denarne tokove ob-
veznice, če nikoli ni zamenjana. Ta vrednost se imenuje investicijska vrednost
(ang. straight value).
Dokažimo to neenakost. Predpostavimo da zamenljiva obveznica nima možnosti od-
poklica in prinosa. Pokažimo, da v primeru, ko je cena zamenljive obveznice manjša
od vrednosti pretvorbe ali investicijske vrednosti, pride do arbitraže. Označimo s P
ceno zamenljive obveznice, z VP vrednost pretvorbe in z VI investicijsko vrednost.
Predpostavimo, da je cena zamenljivega vrednostnega papirja manjša od vrednosti
pretvorbe. Potem je arbitražna strategija naslednja:
(A) kupimo zamenljivo obveznico po ceni P ,
(B) takoj izvršimo zamenjavo,
6
(C) prodamo delnice po tržni ceni.
Denarni tok v času 0 je enak −P + VP > 0, torej imamo arbitražni zaslužek.
Predpostavimo, da je cena zamenljivega vrednostnega papirja manjša od investi-
cijske vrednosti. Potem je arbitražna strategija naslednja:
(A) kupimo zamenljivo obveznico po ceni P ,
(B) prodamo kot navadno obveznico, torej po investicijski vrednosti.
Denarni tok v času 0 je enak −P +VI > 0, kasneje se denarni tokovi kupljene
in izdane obveznice izničijo.
Investicijsko vrednost izračunamo z diskontiranjem prihodnjih denarnih tokov ob-
veznice pri tržni obrestni meri. Torej velja
VI =
T−1∑
i=1
Ce−iY (0,i) + (N + C)e−TY (0,T ),
kjer je C vrednost kupona, N nominalna vrednost, Y (0, i) obdobna obrestna mera
in T število obbdobij do dospetja.
Zgled. Poglejmo si na istem zgledu kot prej vrednost pretvorbe in investicijsko
vrednost. Brezkuponska netvegana dvoletna obrestna mera naj bo enaka Y (0, 2) =
6,953 %.
vrednost pretvorbe = 50 $ · 2 = 100 $
investicijska vrednost = N ·D(0, 2) = 100 $e−2·0,06953 = 87,02 $
3.2. Tržna cena pretvorbe. Tržna cena pretvorbe (ang. market conversion price)
je cena, ki jo investitor plača za delnico, če kupi zamenljivo obveznico in jo takoj
pretvori v delnico. Tržno ceno pretvorbe izračunamo kot
tržna cena pretvorbe =
tržna cena zamenljive obveznice
pretvorbeno razmerje
.
Če se cena delnice dvigne nad tržno ceno pretvorbe, vsakršen nadaljni dvig cene
delnic poviša vrednost zamenljive obveznice za vsaj tolikšen delež, kot je znašal dvig
cene delnice. Torej nam tržna cena pretvorbe predstavlja točko preloma v gibanju
cene delnice. Če je cena delnice nad tržno ceno pretvorbe, lahko investitorji manj
plačajo za delnico, če jo kupijo preko zamenljive obveznice, kot pa direktno na trgu.
Investitor, ki raje kupi zamenljivo obveznico kot pa osnovno delnico, plača premijo
nad trenutno tržno ceno delnice. Ta tržna premija pretvorbe na delnico (ang. market
conversion premium per share) je enaka razliki tržne cene pretvorbe in trenutni tržni
ceni delnice. Torej je
tržna premija pretvorbe na delnico = tržna cena pretvorbe − tržna cena delnice.
Namesto tržne premije pretvorbe na delnico pogosto gledamo razmerje tržne pre-
mije pretvorbe (ang. market conversion premium ratio), ki je
razmerje tržne premije pretvorbe =
premija pretvorbe na delnico
tržna cena delnice
.
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Zgled. Predpostavimo da je tržna cena zamenljive obveznice enaka 105,04 $,
Tržna cena delnice je 50 $ in pretvorbeno razmerje je enako 2. Dobimo
tržna cena pretvorbe =
105, 04 $
2
= 52,52 $,
premija pretvorbe na delnico = 52,52 $− 50 $ = 2,52 $,
razmerje tržne premije pretvorbe =
2, 52 $
50 $
= 0,0504.
Zakaj bi si investitorji želeli plačati dodatno premijo za nakup delnice?
Spomnimo se, da je minimalna cena zamenljivega vrednostnega papirja večja od
vrednosti pretvorbe in investicijske vrednosti. Torej ob padcu cene delnic cena za-
menljive obveznice ne bo padla pod investicijsko vrednost in je investicijska vrednost
spodnja meja cene zamenljivega vrednostnega papirja. Vemo, da kupec nakupne op-
cije omeji svoje tveganje s ceno opcije. V primeru zamenljive obveznice pa ga omeji
s premijo pretvorbe. Razlika med kupcem nakupne opcije in kupcem zamenljive
obveznice je, da prvi pozna najvišjo možno izgubo, kupec zamenljive obveznice pa
ve, da je njegova največja možna izguba razlika med ceno zamenljive obveznice in
investicijsko vrednostjo. Ker pa se investicijska vrednost spreminja z obrestnimi
merami, je ta razlika v prihodnosti neznana.
3.3. Trenutni prihodki zamenljivih obveznic v primerjavi z navadnimi del-
nicami. Eden izmed razlogov za investiranje v zamenljive obveznice je zmanjšanje
tveganja pri investiranju v visoko tvegana podjetja. Drugi razlog pa je, da investitor
na trgu realizira višje trenutne prihodke z izplačili kuponov, kot pa bi jih z izplačili
dividend. Koristen kazalnik za analizo zamenljivih obveznic je čas, potreben za po-
vračilo premije pretvorbe na delnico oziroma čas povračila premije (ang. premium
payback period ). Ta se izračuna na naslednji način
čas povračila premije =
premija pretvorbe na delnico
razlika prihodkov na delnico
,
kjer je razlika prihodkov na delnico enaka
višina kuponov
pretvorbeno razmerje
− dividenda navadne delnice.
Pomanjkljivost takšnega kazalnika je, da ne upošteva časovne vrednosti denarja
in spremembe dividend skozi čas.
Zgled. Izračunajmo čas povračila premije na dvoletni kuponski zamenljivi obve-
znici. Višina kuponov znaša 3 $, pretvorbeno razmerje je enako 2, premija pretvorbe
na delnico pa znaša 2,52 $. Zamenljiva obveznica je napisana na delnico, ki izplačuje
dividendo na delnico v vrednosti 1,25 $,
razlika prihodkov na delnico =
3 $
2
− 1,25 $ = 0,25 $,
čas povračila premije =
2,52 $
0,25 $
= 10,08.
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3.4. Tveganje pri zamenljivih obveznicah. Investitorji pogosto upoštevajo, da
cena zamenljivih obveznic ne more pasti pod investicijsko vrednost, zato upora-
bljajo investicijsko vrednost za merjenje tveganja naložbe. Boljša meritev tveganja
je premija na investicijsko vrednost (ang. premium over straight value), tj.
premija na investicijsko vrednost =
tržna cena zamenljive obveznice
investicijska vrednost
− 1.
Zgled. Izračunajmo premijo na investicijsko vrednost za brezkuponsko zamen-
ljivo obveznico iz prejšnjih zgledov.
premija na investicijsko vrednost =
105,04 $
87,02 $
− 1 = 0,21.
Večja kot je premija na investicijsko vrednost, manj privlačna je za investitorje za-
menljiva obveznica, saj to pomeni, da je vrednost zamenljive obveznice velika in
s tem tudi vrednost opcije. Čeprav se uporablja premijo na investicijsko vrednost
za ocenjevanje tveganj tudi v praksi, pogosto prihaja do napak. Pri takšnem oce-
njevanju investitorji ne upoštevajo, da se investicijska vrednost spreminja s spre-
minjanjem obrestnih mer. Če obrestne mere zrastejo oziroma padejo, investicijska
vrednost pade oziroma zraste.
3.5. Vrednost zamenljive obveznice. Obravnavajmo najprej zamenljivo obve-
znico, ki nima možnosti odpoklica ali prinosa. Investitor, ki kupi takšno obveznico,
takoj vstopi v dve ločeni transakciji: (1) nakup navadne kuponske obveznice brez
možnosti odpoklica ali prinosa in (2) nakup ameriške nakupne opcije na delnico,
kjer je število delnic, ki so lahko kupljene z nakupno opcijo, enako pretvorbenemu
razmerju. Vrednost zamenljive obveznice je
vrednost zamenljive obveznice =
= max[investicijska vrednost, vrednost pretvorbe]+
+ vrednost nakupne opcije na delnico
Kolikšna je pravična cena za nakupno opcijo? Eden ključnih dejavnikov je (pričako-
vana) volatilnost cene delnice: višja kot je (pričakovana) cenovna volatilnost, večja
bo vrednost nakupne opcije. Teoretično vrednost nakupne opcije lahko izračunamo
z Black-Scholesovim modelom.
Zdaj pa dodajmo izdajateljevo pravico do nakupa (odpoklica) izdanega vredno-
stnega papirja. Vrednost zamenljive obveznice na odpoklic je enaka:
vrednost zamenljive obveznice na odpoklic =
= max[investicijska vrednost, vrednost pretvorbe]+
+ vrednost nakupne opcije na delnico − vrednost nakupne opcije na obveznico
Ker je izvršitev pravice do odpoklica odvisna od volatilnosti obrestnih mer in eko-
nomskih razmer, je tako vrednotenje bolj zahtevno in ga s pomočjo Black-Scholeso-
vega modela ne moremo izpeljati.
9
Poglejmo si še primer, ko ima zamenljiva obveznica možnost odpoklica in prinosa.
Vrednost zamenljive obveznice je enaka:
vrednost zamenljive obveznice na odpoklic in prinos =
= max[investicijska vrednost, vrednost pretvorbe]+
+ vrednost nakupne opcije na delnico − vrednost nakupne opcije na obveznico+
+ vrednost prodajne opcije na obveznico
Slika 1 prikazuje vrednost zamenljive obveznice in navadne obveznice v odvisnosti
od cene delnice [3].
Slika 1. Vrednost zamenljive obveznice v odvisnosti od cene delnice
Opazimo da se v primeru, ko je cena delnice nizka, zamenljiva obveznica obnaša
kot navadna obveznica. Ko je cena delnice visoka, na vrednost zamenljive obveznice
vpliva vgrajena opcija in se cena zamenljive obveznice obnaša podobno kot cena
delnice.
4. Modeliranje vrednosti zamenljivih obveznic, ki temelji na
vrednotenju opcij
V tem razdelku si bomo pogledali vrednotenje brezkuponske dvoletne zamenljive
obveznice z vgrajeno nakupno opcijo s pomočjo dvoobdobnega modela (tj. T =
2 in ∆t = 1). Najprej se bomo lotili modeliranja obrestnih mer, potem pa bomo
izpeljali model za določitev prihodnjih cen delnic, na koncu pa bomo z upoštevanjem
obeh modelov izpeljali vrednotenje zamenljive obveznice.
4.1. Modeliranje obrestnih mer. Predpostavimo, da je v vsakem obdobju možen
dober in slab razvoj ekonomije. Dober se zgodi z verjetnostjo pi, slab pa z verjetnostjo
1 − pi. Pri modeliranju vrednosti zamenljivih obveznic je prvi korak izbrati pravi
model za napoved obrestnih mer. V tem delu diplomskega seminarja uborabljamo
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Ho-Leejev model [5], ki ga mnogi uporabljajo. Model predpostavi, da se obrestne
mere spreminjajo v skladu z naslednjo stohastično diferencialno enačbo:
(1) dr(t) = µ(t)dt+ σ(t)dz(t), t ≥ 0,
kjer je µ(t) tendenca obrestnih mer (ang. drift), σ(t) trenutna volatilnost in z(t)
Brownovo gibanje oziroma Wienerjev proces, torej je dz(t) ∼ N (0, 1).
Izhodišče (geometričnega) Brownovega gibanja so slučajni sprehodi, kjer je pri-
hodnja vrednost odvisna le od sedanje vrednosti in neodvisna od prejšnjih. Grant
in Vora [4] sta izpeljala zgornjo diferencialno enačbo v diskretni obliki:
(2) ∆r(t) = µ(t)∆t+ σ(t)∆z(t), t = ∆t, 2∆t, ...
Za ∆t = 1 in t = 0 dobimo iz zgornje enačbe ∆r(0) = µ(0) + σ(0)∆z(0).
Hkrati pa vemo, da je ∆r(0) = r(1)− r(0), kjer je r(0) trenutna obdobna obrestna
mera za obdobje [0, 1] in r(1) obdobna obrestna mera za [1, 2], ki pa v času 0 še ni
znana. Iz teh dveh enačb sledi, da je
r(1) = r(0) + µ(0) + σ(0)∆z(0).
Isti postopek ponovimo ta t = 1 in dobimo r(2) = r(1) + µ(1) + σ(1)∆z(1). Če v
to enačbo vstavimo enačbo dobljeno za r(1) sledi
r(2) = r(0) + µ(0) + σ(0)∆z(0) + µ(1) + σ(1)∆z(1).
Če induktivno nadaljujemo za t = 3, 4, 5, ...„ dobimo splošno formulo za r(t)
r(t) = r(t− 1) + µ(t− 1) + σ(t− 1)∆z(t− 1)
= r(0) +
t−1∑
j=0
µ(j) +
t−1∑
j=0
σ(j)∆z(j).(3)
Zgornja enačba nam pove, da je kratkoročna obrestna mera enaka vsoti tendenc
obrestnih mer, ki so konstante, in Brownovega gibanja, ki pa je normalno porade-
ljeno. Iz tega sledi, da so tudi kratkoročne obrestne mere normalno porazdeljene, in
sicer velja
r(1) ∼ N (r(0) + µ(0), σ2(r(1))).
r(2) ∼ N (r(0) + µ(0) + µ(1), σ2(r(1) + r(2))).
V splošnem velja
(4) r(t) ∼ N
(
r(0) +
t−1∑
j=0
µ(j), σ2
( t∑
j=1
r(j)
))
.
Ker mora na trgu veljati pogoj o neobstoju arbitraže, sledi, da je pričakovana vre-
dnost diskontiranih prihodnjih denarnih tokov obveznice v določenem času enaka
tržni vrednosti obveznice.
Poglejmo si primer za brezkuponsko dvoletno obveznico in njeno pričakovano vre-
dnost diskontiranih prihodnjih denarnih tokov od časa 0 do časa 2. S P (2) označimo
ceno dvoletne brezkuponske obveznice. V splošnem naj bo P (n) cena brezkupon-
ske obveznice z zapadlostjo T = n. Torej iz pogoja o neobstoju arbitraže sledi
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P (2) = N · E[e−(r(1)+r(0))].
Označimo s f(j) terminsko obrestno mero, ki velja za obdobje [j, j + 1]. Sledi
P (1) = N · e−f(0) = N · e−r(0),
P (2) = N · e−(f(0)+f(1)) = N · E[e−(r(0)+r(1))].(5)
V splošnem velja:
P (n) = N · e−
∑n−1
j=0 f(j) = N · E[e−
∑n−1
j=0 r(j)],
Če je X slučajna spremenljivka, ki je porazdeljena N (µ, σ2), potem velja [5]
E[e−X ] = e−µ+
σ2
2 .
Torej za t = 2 velja
P (2) = N · E[e−(r(0)+r(1))] = N · e−r(0)E[e−r(1)] = N · e−r(0)e−E[r(1)]+σ
2(r(1))
2 .
Če upoštevamo E(r(1)) = r(0) + µ(0) in logaritmiramo izraz za P (2), dobimo
lnP (2) = lnN − r(0)− r(0)− µ(0) + 1
2
σ2(r(1)),
oziroma
(6) r(0) + µ(0) = lnN − lnP (2)− r(0) + 1
2
σ2(r(1)).
Če logaritmiramo (5) dobimo
lnP (2) = lnN − f(0)− f(1) = lnN − r(0)− f(1).
Dobljeni izraz vstavimo v (6) in dobimo
(7) r(0) + µ(0) = f(1) +
1
2
σ2(r(1)).
Oziroma
µ(0) = f(1)− r(0) + 1
2
σ2(r(1)).
Označimo z δ(0) = 1
2
σ2(r(1)). Torej velja µ(0) = f(1) − r(0) + δ(0). Isti postopek
ponovimo za t = 3 in dobimo
µ(1) = f(2)− r(0)− µ(0) + 1
2
σ2(r(1) + r(2))− 1
2
σ2(r(1)).
Če vstavimo v to enačbo dobljeni izraz za µ(0), sledi
µ(1) = f(2)− f(1) + 1
2
σ2(r(1) + r(2))− σ2(r(1)).
Podrobnosti lahko bralec najde v [5]. Označimo z δ(1) = 1
2
σ2(r(1)+r(2))−σ2(r(1)).
Za ∀ t ≥ 3 velja:
µ(t− 1) = f(t)− f(t− 1) + 1
2
σ2
( t∑
j=1
r(j)
)
− σ2
( t−1∑
j=1
r(j)
)
+
1
2
t−2∑
n=1
σ2
( n∑
j=1
r(j)
)
.
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Definirajmo
δ(t− 1) = 1
2
σ2
( t∑
j=1
r(j)
)
− σ2
( t−1∑
j=1
r(j)
)
+
1
2
t−2∑
n=1
σ2
( n∑
j=1
r(j)
)
Če seštejemo δ(0), δ(1), ..., δ(t) dobimo
t∑
n=0
δ(n) =
1
2
σ2
( t+1∑
j=1
r(j)
)
− 1
2
σ2
( t∑
j=1
r(j)
)
∀ t ≥ 1.
Dobljene izraze za µ(n) seštejemo od 0 do t. Dobimo
(8)
t∑
n=0
µ(n) = f(t+ 1)− r(0) +
t∑
n=1
δ(n), ∀ t ≥ 1.
Z upoštevanjem enačbe (3) lahko izpeljemo še enačbo za σ2
(∑t
j=1 r(j)
)
. Dobimo
σ2(r(1)) = σ2(r(0) + µ(0) + σ(0)∆z(0)) = σ2(σ(0)∆z(0)) = σ2(0),
ker je ∆z(0) standardno normalno porazdeljena slučajna spremenljivka. Za
σ2(r(1) + r(2)) dobimo
σ2(r(1) + r(2)) = σ2(r(0) + µ(0) + σ(0)∆z(0)+
+ r(0) + µ(0) + µ(1) + σ(0)∆z(0) + σ∆z(1))
= σ2(2σ(0)∆z(0) + σ(1)∆z(1))
= 4σ2(0) + σ2(1),
ker sta ∆z(0) in ∆z(1) neodvisni standardno normalno porazdeljeni slučajni spre-
menljivki. V splošnem velja
(9) σ2
( t∑
j=1
r(j)
)
= σ2
( t∑
k=1
(t−k+1)σ(k−1)∆z(k−1)
)
=
t∑
k=1
(t−k+1)2σ2(k−1).
Zgornje enačbe nam podajajo rekurzivne relacije, potrebne za izračun kratkoročnih
obrestnih mer s pomočjo Ho-Leejevega modela. Model se da kalibrirati z dejanskmi
tržnimi podatki, saj so edini potrebni vhodni podatki cene obveznic in volatilnost
kratkoročnih obrestnih mer.
Predpostavimo, da je volatilnost obrestnih mer konstantna, torej σ(t) = σr. Pri
konstantni volatilnosti velja
σ2
( t∑
j=1
r(j)
)
= σ2
( t∑
k=1
(t− k + 1)σr∆z(k − 1)
)
= σ2r
t∑
k=1
(t− k + 1)2.
Torej velja σ2(r(1)) = σ2r in σ2(r(1)+r(2)) = 5σ2r . Poglejmo si razvoj obrestnih mer
v obdobju 2. Z ruu označimo obrestno mero v času 2, ko se je od časa 0 dvakrat
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zgodil dober razvoj. Dobimo
ruu = r(0) + µ(0) + µ(1) + 2σr =
= r(0) + f(1)− r(0) + 1
2
σ2(r(1)) + f(2)−
− f(1) + 1
2
σ2(r(1) + r(2))− σ2(r(1)) + 2σr =
= f(2)− 1
2
σ2r +
5
2
σ2r + 2σr =
= f(2) + 2σ2r + 2σr.
Z rud označimo obrestno mero v času 2, ko se je od časa 0 enkrat zgodil dober razvoj
in enkrat slab razvoj. Dobimo
rud = r(0) + µ(0) + µ(1) =
= r(0) + f(1)− r(0) + 1
2
σ2(r(1))+
+ f(2)− f(1) + 1
2
σ2(r(1) + r(2))− σ2(r(1)) =
= f(2)− 1
2
σ2r +
5
2
σ2r =
= f(2) + 2σ2r .
Z rdd pa označimo obrestno mero v času 2, ko se je od časa 0 dvakrat zgodil slab
razvoj. Dobimo
rdd = r(0) + µ(0) + µ(1)− 2σr =
= r(0) + f(1)− r(0) + 1
2
σ2(r(1))+
+ f(2)− f(1) + 1
2
σ2(r(1) + r(2))− σ2(r(1))− 2σr =
= f(2)− 1
2
σ2r +
5
2
σ2r − 2σr =
= f(2) + 2σ2r − 2σr.
Z Ho-Leejevim modelom dobimo naslednje dvoobdobno binomsko drevo za določitev
obrestnih mer
r0
r0 + µ0 − σr =
= f(1)+ 12σ
2
r −σr
r0 + µ0 + σr =
= f(1)+ 12σ
2
r +σr
f(2) + 2σ2r − 2σr
f(2) + 2σ2r
f(2) + 2σ2r + 2σr
1− pi
pi
1− pi
pi
1− pi
pi
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4.2. Modeliranje cene delnic. Naslednji korak je izpeljava modela za določitev
cene delnice. S T označimo zapadlost zamenljive obveznice. Obdobje [0, T ] raz-
delimo na n manjših obdobji: [ti, ti+1], 0 ≤ i ≤ n, t0 = 0, tn = T, T = n∆t. V
vsakem obdobju [ti, ti+1] se lahko zgodita dve vrsti sprememb, na boljše ali na slabše.
Naj bo St trenutna cena delnice. Cena delnice v naslednjem obdobju ima dve
možni vrednosti: Su in Sd, kjer je Su = St · u in Sd = St · d. Koeficienta u in d
pomenita faktor dobrega oz. slabega razvoja. Verjetnost dobrega razvoja je enaka
p, verjetnost slabega razvoja pa je enaka 1− p. Označimo z r netvegano konstantno
obrestno mero. Zahtevamo, da drži d < er∆t < u. Če ta neenakost ne bi veljala, bi
obstajal profitabilen arbitražni portfelj [6].
Če je začetna cena delnice znana, potem lahko ceno delnic modeliramo na podlagi
parametrov u, d in p. Parametri u, d in p morajo biti izbrani tako, da ne kršijo
prepostavke o neobstoju arbitraže in odražajo dinamiko cen na trgu. Veljati mora
• Pričakovana stopnja donosa našega vrednostnega papirja mora znašati to-
liko, kot znaša netvegana obrestna mera. Sicer bi lahko z nakupom oziroma
prodajo vrednostnega papirja in izposojo denarja po netvegani obrestni meri
ustvarili arbitražni portfelj.
• Prihodnje denarne tokove diskontiramo z netvegano obrestno mero.
Naj bo r konstantna netvegana obrestna mera in naj bo St trenutna vrednost
delnice. Potem velja:
St = e
−r∆tE[St+∆t] = e−r∆t[puSt + (1− p)dSt],
kjer je E[·] pričakovana vrednost. S preoblikovanjem zgornje enačbe dobimo, da je
er∆t = pu+ (1− p)d.
Torej dobimo:
p =
er∆t − d
u− d
Za vrednotenje opcij morata parametra u in d ustrezati volatilnosti cene delnice.
Pri ocenjevanju volatilnosti cen delnic je zelo pogosta predpostavka, da so cene
delnic lognormalno porazdeljene. Od tod sledi, da je logaritemska stopnja donosa
delnice v obdobju ∆t, to je log(St+∆t)− log(St), porazdeljena normalno z varianco
∆tσ2s . Tako lahko iz zgodovinskih podatkov cene delnic ocenimo σs. Na podlagi
ocene za σs lahko določimo vrednosti u in d:
u = eσs
√
∆t, d = u−1 = e−σs
√
∆t
Če naše delnice izplačujejo dividende, moramo to dodatno upoštevati. S q ozna-
čimo neprekinjen dividendni donos. Potem je pričakovana stopnja donosa enaka
r − q in zaradi izpolnjevana nearbitražnega pogoja je p enak:
p =
e(r−q)∆t − d
u− d ,
kjer sta u in d dobljena po Cox-Ross-Rubinsteinovem modelu [1], r pa z modelom
obrestnih mer. Torej dvoobdobno binomsko drevo za ceno delnic izgleda takole:
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S0
S0 · u
S0 · d
S0 · u2
S0 · u · d
S0 · d2
p
1− p
p
1− p
p
1− p
4.3. Model cene delnic z upoštevanjem procesa obrestnih mer. Od tukaj
naprej označimo r(0) z r0. Spomnimo se, da izpeljujemo model za vrednotenje
brezkuponske dvoletne zamenljive obveznice z vgrajeno nakupno opcijo s pomočjo
dvoobdobnega modela (tj. T = 2 in ∆t = 1). Predpostavimo, da se cena delnice in
obrestna mera gibljeta neodvisno.
Označimo z ru in rd dober in slab razvoj obrestnih mer. Torej je ru = r0 +µ0 +σr in
rd = r0 +µ0−σr. Potem združena modela obrestnih mer in cene delnic predstavimo
z naslednjim drevesom:
(r0, S0)
(rd, Su)
(ru, Sd)
(ru, Su)
(rd, Sd)
(1− pi)p
pi(1− p)
pip
(1−
pi)(1−
p)
4.4. Vrednost zamenljive obveznice. Po določitvi procesov cene delnice in ne-
tveganih obrestnih mer lahko vrednost zamenljive obveznice dobimo s povratno in-
dukcijo. Za vsako vozlišče izračunamo, koliko znašajo vrednost zamenjave, vrednost
čakanja, vrednost odpoklica in vrednost prinosa. Vrednost čakanja v času t v vozli-
šču k je enaka diskontirani pričakovani vrednosti zamenljive obveznice v času t+ 1.
Torej je enaka diskontirani vsoti vrednosti v vsakem vozlišču, ki izvira iz vozlišča k,
pomnoženimi z verjetnostmi, da se posamezno stanje zgodi.
EVk = (pričakovana vrednost zamenljive obveznice v času t+ 1|k) · e−rk .
Vrednost zamenljive obveznice na končnih vozliščih je izračunana na podlagi finanč-
nega instrumenta, ki ga ima kupec zamenljive obveznice v tistem času v lasti. Potem
pa s povratno indukcijo določimo vrednosti vseh prejšnih vozlišč. Na vozliščih, kjer
je dovoljena zamenjava, pogledamo, ali se splača. Prav tako preverimo, ali se v
tistem trenutku izdajatelju splača odpoklicati obveznico (če ima to možnost), ali
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pa se splača imetniku obveznice zahtevati prinos [6]. Torej je vrednost zamenljive
obveznice v času tk enaka
Vk = max[min(EVk, V
call
k ), V
conv
k , V
put
k ],
kjer je V callk vrednost odpoklica, V conk vrednost pretvorbe in V
put
k vrednost prinosa.
5. Numerično vrednotenje
V tem razdelku bomo na konkretnih podatkih vrednotili različne obveznice. Po-
gledali si bomo vrednotenje navadne obveznice, evropske zamenljive obveznice in
ameriške zamenljive obveznice. Zamenljive obveznice bomo vrednotili po modelu iz
prejšnjega poglavja.
5.1. Vrednotenje navadne kuponske obveznice. Za zgled si oglejmo vrednote-
nje kuponske obveznice z nominalno vrednostjo 100 $ in dospetjem 2 leti, ki izpla-
čuje polletne kupone po 6 % kuponski obrestni meri, prvega čez natanko 6 mesecev.
Trenutno moč obresti za obdobje [0, t] z zveznim obrestovanjem prikazuje spodnja
razpredelnica.
t 0,5 1,0 1,5 2,0
Y (0, t) 6,145 % 6,366 % 6,837 % 6,953 %
Izračunajmo ceno obveznice v času 0. Cena kuponske obveznice se izračuna po
naslednji formuli
P =
n∑
i=1
Pi =
n−1∑
i=1
C ·D(0, ti) + (N + C) ·D(0, T )
kjer je C višina kuponov, D(0, t) = e−Y (0,t)·t diskontni faktor in N nominalna vre-
dnost obveznice. Vrednost kupona izračunamo po formuli
C =
c ·N
2
=
0,06 · 100 $
2
= 3 $,
kjer je c kuponska obrestna mera. Cena obveznice je v našem primeru enaka
P = C ·D(0, 1
2
) + C ·D(0, 1) + C ·D(0, 3
2
) + (C +N) ·D(0, 2) =
= 3 $ · e−0,03073 + 3 $ · e−0,06366 + 3 $ · e−0,10256 + 103 $ · e−0,13906 = 98,06 $
5.2. Vrednotenje evropske zamenljive obveznice.
5.2.1. Vrednotenje evropske zamenljive obveznice brez možnosti odpoklica in pri-
nosa.
Poglejmo si primer vrednotenja dvoletne brezkuponske zamenljive obveznice brez
možnosti odpoklica in prinosa. Brezkuponski netvegani obrestni meri sta r0 =
Y (0, 1) = 6,366 % in Y (0, 2) = 6,953 %, volatilnost obrestnih mer je enaka 1,6. No-
minalna vrednost obveznice je 100 $. V zamenljivo obveznico je vključena evropska
opcija, torej imetnik zamenljive obveznice lahko le ob zapadlosti zamenja obveznico
za delnico. Pretvorbeno razmerje je 2 (tj. za obveznico lahko pridobimo 2 delnici).
Naj bo pi = 1
2
in p do tveganja nevtralna verjetnost, tj. p = er−d
u−d . Začetna cena del-
nice je enaka 50 $, volatilnost delnice pa je σs = 0,185. Delnica ne izplačuje dividend.
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Za modeliranje obrestnih mer zadostuje le enoobdobni model, saj za model cen
delnic do časa t = 2 potrebujemo obrestne mere v času t = 1, ob dospetju obveznice
pa njena vrednost ni odvisna od obrestnih mer. Prvi korak je izračun terminske
obrestne mere f(1), to je obrestna mera, ki je dogovorjena v času 0 in velja za
obdobje [1, 2]. Po zveznem obrestovanju velja naslednja formula:
e2Y (0,2) = eY (0,1)ef(1)
Iz zgornje formule sledi, da je
f(1) = 2Y (0, 2)− Y (0, 1) = 7,54 %
Zdaj lahko izračunamo možžne enoletne obrestne mere v času t = 1
• če se zgodi dober razvoj: ru = r0 + µo + σr = f(1) + 12σ2r + σr = 7,54 % +
1,62
2
% + 1,6 % = 10,42 %
• če se zgodi slab razvoj: rd = r0 + µo − σr = f(1) + 12σ2r − σr = 7,54 % +
(1,6)2
2
%− 1,6 % = 7,22 %
Pričakovana obrestna mera v času 1 je
EP [r(1)] = piru + (1− pi)rd = 8,82%
Binomsko drevo obrestnih mer izgleda takole:
r0 = 6,366%
ru = 10,42%
rd = 7,22%
1
2
1
2
Sestavimo zdaj model za ceno delnic:
u = eσs = e0,185 = 1,203, d = u−1 = 0,831, pi =
eri − d
u− d ,
Izračunajmo naše prehodne verjetnosti:
• od časa 0 do časa 1:
pr0 =
er0 − d
u− d =
e0,0637 − 0, 8311
1, 2032− 0, 8311 = 0,6306,
• od časa 1 do časa 2, če smo v dobrem razvoju:
pru =
eru − d
u− d =
e0,1042 − 0, 8311
1, 2032− 0, 8311 = 0,749,
• od časa 1 do časa 2, če smo v slabem razvoju:
prd =
erd − d
u− d =
e0,0722 − 0, 8311
1, 2032− 0, 8311 = 0,6551,
Torej dvoobdobno binomsko drevo za ceno delnic izgleda takole:
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S0 = 50 $
S0 · u = 60,16 $
S0 · d = 41,56 $
S0 · u2 = 72,38 $
S0 · u · d = 50 $
S0 · d2 = 34,54 $
pr0
1− pr0
pru
1− pru
prd
1− prd
Vrednost pretvorbe v vozlišču k je enaka:
V conk = pretvorbeno razmerje · Sk
Spodaj je prikazano binomsko drevo, ki ga upoštevamo pri vrednotenju zamenljive
obveznice. Poglejmo si vrednost v vozlišču D. Če obveznico zamenjamo za delnico,
imamo V con = 144,78 $, kar je več kot znaša nominalna vrednost obveznice in se
imetniku splača zamenjati obveznico. Vrednost zamenljive obveznice v vozlišču D
je potem enaka 144,78 $.
A; S0 = 50 $
VA = 102,19 $
C; S0d = 41,56 $
VC = 93,03 $
B; S0u = 60,16 $
VB = 118,43 $
D; S0u2 = 72,39 $
V con = 144,78 $
VD = 144,78 $
E; S0u2 = 72,39 $
V con = 144,78 $
VE = 144,78 $
F; S0ud = 50 $
V con = 100 $
VF = 100 $
G; S0ud = 50 $
V con = 100 $
VG = 100 $
H; S0du = 50 $
V con = 100 $
VH = 100 $
I; S0du = 50 $
V con = 100 $
VI = 100 $
J; S0d2 = 34,54 $
V con = 69,08 $
VJ = 100 $
K; S0d2 = 34,54 $
V con = 69,08 $
VK = 100 $
1−
p
r
0 =
0,3752
pr 0
=
0,
62
48
pipru
= 0
,374
5
(1− pi)prd = 0,
3276
pi(1− pru ) = 0,1255(1− pi)(1− prd ) = 0,1724
pipru
= 0
,374
5
(1− pi)prd = 0,327
6
pi(1− pru ) = 0,1255(1− pi)(1− pr
d ) = 0,1724
Podobno velja v vozlišču E. Poglejmo si bolj podrobno vozlišče J. Če obveznico
zamenjamo za delnico, imamo V con = 69,08 $ kar je manj, kot pa znaša nominalna
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vrednost obveznice. Torej se ne splača zamenjati obveznice in je vrednost obveznice
v vozlišču J enaka njeni nominalni vrednosti. V vozliščih J, K, F, G, H in I je torej
VK = VF = VG = VH = VI = VJ = 100 $.
Poglejmo si zdaj vozlišče B. Ker imamo na obveznico napisano evropsko opcijo v
vozliščih A, B in C ni možna zamenjava. Zato je vrednost v teh vozliščih kar enaka
EVk.
VB = EVB = (VDpipru + VE(1− pi)prd + VFpi(1− pru) + VG(1− pi)(1− prd))e−ru =
= (144,78 $·0,3745+144,78 $·0,3276+100 $·0,1255+100 $·0,1724)e−0,1042 = 118,43 $
Torej je VB = 118,43. Podoben izračun je v vozlišču C.
VC = EVC = (VHprupi + VI(1− pi)prd + VJpi(1− pru) + VK(1− pi)(1− prd))e−rd =
= (100 $ · 0,3745 + 100 $ · 0,3276 + 100 $ · 0,1255 + 100 $ · 0,1724)e−0,0722 = 93,03 $
Vrednost v vozlišču A izračunamo na isti način, kot smo izračunali v vozliščih B
in C. Dobimo
VA = EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−Y (0,1) =
= (118,43 · 0,6248 $ + 93,03 $ · 0,3752)e−0,0637 = 102,19 $
Vrednost zamenljive obveznice je enaka vrednosti v začetnem vozlišču A in je
enaka 102,19 $.
Optimalna strategija imetnika te zamenljive obveznice je, da izvede zamenjavo le,
če je v času t = 2 vrednost zamenjave večja kot znaša nominalna vrednost obveznice.
5.2.2. Vrednotenje evropske zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica.
Dodajmo zamenljivi obveznici iz razdelka 5.2.1 še možnost odpoklica. Cena od-
poklica naj znaša 106 $. Ker smo le dodali možnost odpoklica in nismo spreminjali
ostalih podatkov, sta binomski drevesi za obrestne mere in cene delnice enaki kot v
prejšnjem zgledu. Možna je sprememba vrednosti le v vozliščih A, B in C. Vrednosti
zamenjave obveznice za delnico ostanejo iste kot v prejšnjem zgledu (V con). V vozli-
ščih B in C je tudi pričakovana vrednost, če ne izvedemo zamenjave, naspremenjena
(EVk).
Poglejmo si vrednost v vozlišču B
VB = min(EVB, V
call) = min(118,43 $; 106 $) = 106 $,
torej je za izdajatelja optimalno, da odpokliče obveznico. Podobno velja v vozlišču
C
VC = min(EVC , V
call) = min(93,03 $; 106 $) = 93,03 $,
za izdajatelja ni optimalen odpoklic. Ker se je vrednost v vozlišču B spremenila, se
spremeni tudi pričakovana vrednost v vozlišču A (EVA). Dobimo
EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−Y (0,1) =
= (106 $ · 0,6248 + 93,03 $ · 0,3752)e−0,0637 = 94,90 $.
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Vrednost zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica je
VA = min(EVA, V
call) = min[94,90 $; 106 $] = 94,90 $.
Optimalna strategija izdajatelja in imetnika te zamenljive obveznice je
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi dober razvoj, je v t = 1 za izdajatelja optimalno
da odpokliče obveznico, torej plača imetniku obveznice 106 $,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi slab razvoj, se izdajatelju v t = 1 na splača
odpoklicati obveznice in imetnik drži obveznico,
• v t = 2, če je vrednost zamenjave večja od nominalne vrednosti imetnik
zamenja obveznico.
Vidimo, da možnost odpoklica res niža vrednost zamenljivi obveznici. Če je vre-
dnost odpoklica nižja od pričakovane vrednosti zamenljive obveznice, je za izdaja-
telja vedno optimalno da odpokliče obveznico.
5.2.3. Vrednotenje evropske zamenljive obveznice z možnostjo prinosa.
Poglejmo si zamenljivo obveznico iz razdelka 5.2.1. z dodano možnostjo prinosa.
Vrednost prinosa naj znaša 95 $. Vrednosti na končnih vozliščih ostanejo iste kot v
prejšnjih dveh zgledih. Kot v prejšnjem zgledu se lahko spremenijo samo vrednosti
v vozliščih A, B in C. Izračunajmo vrednost zamenljive obveznice v vozlišču B.
Dobimo
VB = max[EVB, V
put] = max[118,43 $; 95 $] = 118,43 $.
Torej je za imetnika obveznice optimalno, da drži obveznico. Poglejmo si vrednost
zamenljive obveznice v vozlišču C
VC = max[EVC , V
put] = max[93,03 $; 95 $] = 95 $.
V vozlišču C je za lastnika obveznice optimalno da zahteva prinos. Izračunajmo
vrednost zamenljive obveznice v vozlišču A
EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−r0 =
= (118,43 $ · 0,6248 + 95 $ · 0,3752)e−0,0637 = 102,88 $,
VA = max[EVA, V
put] = max[102,88 $; 95 $] = 102,88 $.
Torej je vrednost evropske zamenljive obveznice z možnostjo prinosa enaka 102,88 $.
Optimalna strategija imetnika te zamenljive obveznice je:
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi dober razvoj cene delnice, v t = 1 imetnik drži
obveznico,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi slab razvoj cene delnice, v t = 1 imetnik
obveznice zahteva prinos. Torej izdajatelj odkupi zamenljivo obveznico po
ceni 95 $.
• v t = 2, če je vrednost zamenjave večja od nominalne vrednosti in prinos ni
bil izkoriščen, imetnik zamenja obveznico za delnico.
5.2.4. Vrednotenje evropske zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica in prinosa.
Dodajmo sedaj zamenljivi obveznici iz prejšnjih zgledov možnost odpoklica in
prinosa. Vrednosti odpoklica in prinosa naj znašata enako kot v prejšnjih zgledih.
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Tako kot v prejšnjem zgledu so obrestne mere, cene delnic in vrednosti v končnih
vozliščih nespremenjene. Izračunajmo vrednosti v vozliščih A, B in C.
VB = max[min(EVB, V
call), V put] = max[min(118,43 $, 106 $), 95 $] = 106 $,
torej je za izdajatelja optimalno da odpokliče obveznico, imetniku se prinos ne
splača.
VC = max[min(EVC , V
call), V put] = max[min(94,93 $, 106 $), 95 $] = 95 $.
Vrednost v vozlišču C je enaka 95 $ in imetnik izkoristi svojo pravico prinosa. Izra-
čunajmo še vrednost v vozlišču A
EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−Y (0,1) =
= (106 $ · 0,6248 + 95 $ · 0,3752)e−0,0637 = 95,59 $,
VA = max[min(EVA, V
call), V put] = max[min(95,59 $, 106 $), 95 $] = 95,59 $.
Torej znaša vrednost evropske zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica in pri-
nosa 95,59 $.
Optimalna strategija imetnika in izdajatelja te zamenljive obveznice je:
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi dober razvoj cene delnic, v t = 1 izdajatelj
izkoristi možnost odpoklica in odpokliče zamenljivo obveznico po ceni 106 $,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi slab razvoj cene delnic, v t = 1, imetnik
obveznice zahteva prinos. Torej izdajatelj odkupi zamenljivo obveznico po
ceni 95 $.
V t = 2 imetnik nima več v lasti zamenljive obveznice, saj v t = 1 ali imetnik
zahteva prinos, ali pa izdajatelj zahteva odpoklic zamenljive obveznice.
5.3. Vrednotenje ameriške zamenljive obveznice.
5.3.1. Vrednotenje ameriške zamenljive obveznice brez možnosti odpoklica in pri-
nosa.
Poglejmo si ameriško zamenljivo obveznico, ki ima ostale podatke iste kot evropska
zamenljiva obveznica. Torej imetnik zamenljive obveznice lahko v kateremkoli ob-
dobju do zapadlosti zamenja obveznico za 2 delnici. Vgrajena ameriška opcija ne
vpliva na vrednosti obrestnih mer in cene delnice. Binomski drevesi obrestnih mer
in cene delnice izgledata, kot v zgledu vrednotenja evropske zamenljive obveznice.
Vgrajena ameriška opcija vpliva le na vrednosti na notranjih vozliščih A, B in C, kjer
moramo dodatno upoštevati vrednost zamenjave. Na naslednji strani je prikazano
binomsko drevo, ki smo ga pridobili za vrednotenje ameriške zamenljive obveznice.
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A; S0 = 50 $
V con = 100 $
VA = 103,29 $
C; S0d = 41,56 $
V con = 83,12 $
VC = 93,04 $
B; S0u = 60,16 $
V con = 120,32 $
VB = 120,32 $
D; S0u2 = 72,39 $
V con = 144,78 $
VD = 144,78 $
E; S0u2 = 72,39 $
V con = 144,78 $
VE = 144,78 $
F; S0ud = 50 $
V con = 100 $
VF = 100 $
G; S0ud = 50 $
V con = 100 $
VG = 100 $
H; S0du = 50 $
V con = 100 $
VH = 100 $
I; S0du = 50 $
V con = 100 $
VI = 100 $
J; S0d2 = 34,54 $
V con = 69,08 $
VJ = 100 $
K; S0d2 = 34,54 $
V con = 69,08 $
VK = 100 $
1−
p
r
0 =
0,3752
pr0
=
0,
62
48
pipru
= 0
,374
5
(1− pi)prd = 0
,3276
pi(1− pru ) = 0,1255(1− pi)(1− pr
d ) = 0,1724
pipru
= 0
,374
5
(1− pi)prd = 0,32
76
pi(1− pru ) = 0,1255(1− pi)(1− pr
d ) = 0,1724
Izračunajmo vrednost v vozlišču B. Če zamenjamo obveznico, znaša vrednost 120,32 $.
Če ne zamenjamo znaša vrednost:
EVB = (VDpipru + VE(1− pi)prd + VFpi(1− pru) + VG(1− pi)(1− prd))e−ru =
= (144,78 $ · 0,3745 + 144,78 $ · 0,3276 + 100 $ · 0,1255 + 100 $ · 0,1724)e−0,1042 =
= 118,43 $.
Dobimo VB = max[EVB, V conB ] = max[118,43 $; 120,32 $] = 120,32 $, torej je za
imetnika obveznice optimalna zamenjava obveznice za delnici.
Podobno dobimo v vozlišču C, kjer je V conC = 83,12 $. Če ne zamenjamo obveznice
dobimo
EVC = (VHprupi + VI(1− pi)prd + VJpi(1− pru) + VK(1− pi)(1− prd))e−rd =
= (100 $ · 0,3745 + 100 $ · 0,3276 + 100 $ · 0,1255 + 100 $ · 0,1724)e−0,0722 =
= 93,04 $.
Torej je VC = max[EVC , V conC ] = max[93,04 $; 83,12 $] = 93,04 $ in je v tem primeru
za imetnika obveznice optimalno, da drži svojo pozicijo v obveznici.
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Vrednost v vozlišču A izračunamo na isti način, kot smo izračunali v vozliščih B
in C. Dobimo
EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−Y (0,1) =
= (120,32 · 0,6248 $ + 93,04 $ · 0,3752)e−0,0637 = 103,29 $.
Torej je VA = max[EVA, V conA ] = max[103,29 $; 100 $] = 103,29 $. Vrednost zamen-
ljive obveznice je enaka vrednosti v začetnem vozlišču A in je enaka 103,29 $, saj se
takojšnja zamenjava ne splača.
Optimalna strategija imetnika te zamenljive obveznice je
• v t = 0 imetnik ne izvede zamenjave,
• če se iz časa 0 v čas 1 zgodi dober razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik zamenja
obveznico za delnico.
• če se iz časa 0 v čas 1 zgodi slab razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik ne izvede
zamenjave obveznice. Opazimo, da potem tudi v t = 2 ne izvede zamenjave.
5.3.2. Vrednotenje ameriške zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica.
Dodajmo zamenljivi obveznici iz razdelka 5.3.1 še možnost odpoklica. Cena od-
poklica naj znaša 106 $. Ker smo le dodali možnost odpoklica in nismo spreminjali
ostalih podatkov, sta binomski drevesi za obrestne mere in ceno delnice enaki kot v
prejšnjem zgledu. Možna je sprememba vrednosti le v vozliščih A, B in C. Vrednosti
zamenjave obveznice za delnico ostanejo iste kot v prejšnjem zgledu (V con). Tudi
pričakovana vrednost je v primeru, ko ne izvedemo zamenjave, naspremenjena (EVk).
Poglejmo si vrednost v vozlišču B. Če zamenjamo obveznico za delnico, znaša
vrednost 120,32 $. Če ne zamenjamo znaša vrednost 118,43 $. Pri izračunu vrednosti
v vozlišču B upoštevajmo še možnost odpoklica. Dobimo
VB = max[min(EVB, V
call), V conB ] = max[min(118,43 $; 106 $); 120,32 $] = 120,32 $,
torej je za imetnika zamenljive obveznice optimalna zamenjava obveznice za delnico.
Podobno velja v vozlišču C, V conC = 83,12 $ in EVC = 93,04 $.
VC = max[min(EVC , V
call), V conC ] = max[min(93,04 $, 106 $), 83,12 $] = 93,04 $.
Vrednost v vozlišču C je nespremenjena, saj se odpoklic ne splača.
Posledično, ker se vrednosti v vozliščih B in C nista spremenili, je tudi pričako-
vana vrednost v vozlišču A nespremenjena (EVA). Izračunajmo vrednost zamenljive
obveznice v vozlišču A
VA = max[min(EVA, V
call), V conA ] = max[min[103,29 $, 106 $], 100 $] = 103,29 $
Dobili smo, da vrednost odpoklica ne vpliva na vrednost zamenljive obveznice.
Poglejmo si bolj podrobno izračun vrednosti v vozlišču B in C. Ker je EVB ≤ V conB ,
kakršnakoli vrednost odpoklica ne bi vplivala na vrednost v vozlišču B, saj je za ime-
tnika vedno optimalna zamenjava. V vozlišču C pa velja EVC > V conB in vrednost
odpoklica vpliva na vrednost v vozlišču C, le če je manjša od EVC . V tem primeru
bi se zmanjšala vrednost v vozlišču C in posledično pričakovana vrednost v vozlišču
A, kar bi lahko privedlo do nižje vrednosti zamenljive obveznice. Podobno se zgodi,
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če je vrednost odpoklica manjša od pričakovane vrednosti v vozlišču A.
Optimalna strategija imetnika te zamenljive obveznice je:
• v t = 0, imetnik ne izvede zamenjave,
• če se iz časa 0 v čas 1 zgodi dober razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik zamenja
obveznico za delnici,
• če se iz časa 0 v čas 1 zgodi slab razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik ne izvede
zamenjave obveznice. Opazimo, da potem tudi v t = 2 ne izvede zamenjave
obveznice.
Obveznice se nikoli ne splača odpoklicati.
5.3.3. Vrednotenje ameriške zamenljive obveznice z možnostjo prinosa.
Poglejmo si zamenljivo obveznico iz razdelka 5.3.1. z dodano možnostjo prinosa.
Vrednost prinosa naj znaša 95 $. Vrednosti na končnih vozliščih so iste kot v prej-
šnjih dveh zgledih. Tako kot v prejšnjem zgledu se lahko spremenijo samo vrednosti
v vozliščih A, B in C.
Izračunajmo vrednost v vozlišču B. Dobimo V conB = 120,32 $, EVB = 118,43 $ in
VB = max[EVB, V
con
B , V
put] = max[118,43 $, 120,32 $, 95 $] = 120,32 $.
Torej se tudi z možnostjo prinosa vrednost v vozlišču B ne spremeni. Poglejmo si
vrednost zamenljive obveznice v vozlišču C. Dobimo V conC = 83,12, EVC = 93,04 $
in
VC = max[EVC , V
con
C , V
put] = max[93,04 $, 83,12 $, 95 $] = 95 $.
Vrednost v vozlišču C se je zvišala na 95 $, saj lastnik zamenljive obveznice zahteva
prinos. Izračunajmo vrednost zamenljive obveznice v vozlišču A, kjer je V conA =
100 $. Sledi
EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−r0 =
= (120,32 $ · 0,6248 + 95 $ · 0,3752)e−0,0637 = 103,99 $
VA = max[EVA, V
con
A , V
put] = max[103,99 $, 100 $, 98 $] = 103,99 $.
Torej je vrednost ameriške zamenljive obveznice z možnostjo prinosa 103,99 $. V
našem primeru je možnost prinosa minimalno zvišala vrednost zamenljive obveznice.
Optimalna strategija imetnika te zamenljive obveznice je:
• v t = 0, imetnik ne izvede zamenjave,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi dober razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik
zamenja obveznico za delnico,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi slab razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik
obveznice zahteva prinos. Torej izdajatelj odkupi zamenljivo obveznico po
ceni 95 $,
• v t = 2, imetnik nima več v lasti zamenljive obveznice, saj v t = 1 ali imetnik
zahteva prinos, ali pa zamenjavo obveznice.
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5.3.4. Vrednotenje ameriške zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica in prinosa.
Dodajmo sedaj zamenljivi obveznici možnost odpoklica in prinosa. Vrednosti
prinosa in odpoklica naj znašata enako kot v prejšnjih zgledih. Tako kot v prejšnjem
zgledu so obrestne mere, cene delnice in vrednosti v končnih vozliščih nespremenjene.
Izračunajmo vrednost v vozlišču B
VB = max[min(EVB, V
call), V conB , V
put] =
= max[min(118,43 $, 106 $), 120,32 $, 95 $] = 120,32 $.
Za imetnika zamenljive obveznice je v vozlišču B optimalna zamenjava obveznice za
delnico. Za vrednost v vozlišču C dobimo
VC = max[min(EVC , V
call), V conC , V
put] = max[min(94,93 $, 106 $), 83,12 $, 95 $] = 95 $.
Torej je vrednost v vozlišču C enaka 95 $ in je za imetnika optimalno, da izkoristi
možnost prinosa. Poglejmo si še vrednost v vozlišču A
EVA = (VB · pr0 + VC · (1− pr0))e−Y (0,1) =
= (120,32 $ · 0,6248 + 95 $ · 0,3752)e−0,0637 = 103,99 $.
In
VA = max[min(EVA, V
call), V conA , V
put] =
= max[min(103,99 $, 106 $), 100 $, 95 $] = 103,99 $.
Torej znaša vrednost ameriške zamenljive obveznice z možnostjo odpoklica in pri-
nosa 103,99 $.
Optimalna strategija imetnika te zamenljive obveznice je:
• v t = 0 imetnik ne izvede zamenjave,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi dober razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik
zamenja obveznico za delnico,
• če se iz časa 0 do časa 1 zgodi slab razvoj cene delnic, v t = 1 imetnik
obveznice zahteva prinos. Torej izdajatelj odkupi zamenljivo obveznico po
ceni 98 $,
• v t = 2, imetnik nima več v lasti zamenljive obveznice, saj v t = 1 ali imetnik
zahteva prinos, ali pa zamenjavo obveznice.
Odpoklic obveznice se ne zgodi.
6. Zaključek
V delu so predstavljeni kazalniki, ki se tudi v praksi uporabljajo za analizo za-
menljivih obveznic. Dokazali smo, da je minimalna vrednost zamenljive obveznice
večja ali enaka, kot vrednost pretvorbe in investicijska vrednost.
Po izpeljavi modelov za vrednotenje zamenljive obveznice smo model uporabili na
konkretnem numeričnem zgledu. Iz zgledov lahko zaključimo, da možnost odpoklica,
če le ima zadosti nizko vrednost, znižuje vrednost zamenljivi obveznici. Možnost pri-
nosa, ki ima zadosti visoko vrednost, pa lahko zviša vrednost zamenljivi obveznici.
Torej če ima imetnik zamenljive obveznice več pravic, bo le ta več vredna. Prav tako
ima ameriška zamenljiva obveznica v vseh treh primerih višjo vrednost kot evropska
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zamenljiva obveznica. To je tudi logičen zaključek, saj ameriška zamenljiva obve-
znica ponuja več pravic imetniku in s tem mu tudi omogoča večje prihodke, kot
pa evropska zamenljiva obveznica. V primerjavi z navadno obveznico, je vrednost
zamenljive obveznice odvisna od cene delnic. V primeru, ko je cena delnice nizka,
se zamenljiva obveznica obnaša kot navadna obveznica. Ko je cena delnice visoka,
pa se vrednost zamenljive obveznice obnaša podobno kot cena delnice.
Če bi želeli nadaljno razširiti obravnavo zamenljivih obveznic, bi lahko dodali
v model za vrednotenje zamenljive obveznice kreditno tveganje in nekonstantno
volatilnost. Prav tako bi lahko še dodali izplačilo dividend in kuponov. Takšen
model je bolj kompleksen, ampak tudi bolj natančen in se ga da posplošiti tudi za
vrednotenje drugih izvedenih finančnih instrumentov.
Slovar strokovnih izrazov
convertible bonds zamenljive obveznice – obveznice z vgrajeno nakupno opcijo
na delnico
convertible callable bonds zamenljive obveznice na odpoklic
convertible putable bonds zamenljive obveznice na prinos
conversion price pretvorbena cena
conversion ratio pretvorbeno razmerje
conversion value vrednost pretvorbe
coupon kupon
dividend dividenda
drift tendenca
hard put trdi prinos
market conversion premium per share tržna premija pretvorbe na delnico
market conversion premium ratio razmerje tržne premije pretvorbe
market conversion price tržna cena pretvorbe
parity value paritetna vrednost
premium over straight value premija na investicijsko vrednost
premium payback period čas povračila premije
soft put mehki prinos
straight value investicijska vrednost
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